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Modeliranje transporta ob elektrodah za merjenje aktivnosti elektrokatalizatorjev 
Povzetek:  
V delu bo predstavljen matematični opis transporta gibalne količine in snovi pri uporabi 
rotirajočih elektrod, bolj poznanih pod angleškim izrazom »rotating disk electrode« ali 
RDE. Za opis se bom poslužil matematičnih zvez iz hidrodinamike, to so Navier-
Stokesove enačbe, ter zvez iz prenosa snovi, to je 1. in 2. Fickov zakon. Sistem, ki ga 
rešujemo, je za iskanje analitične rešitve pretežek in se zato poslužujemo numeričnih 
metod. Za reševanje problema hitrostnega profila ob elektrodi se poslužujemo psevdo-
analitičnih metod, ki nam potem dajo enačbe za opis hitrosti v sistemu. S poznavanjem 
hitrostnega profila lahko potem opišemo sam prenos snovi v sistemu. Izvedel bom tudi 
oceno numerične napake pri uporabljenih metodah. 
Ključne besede: elektrokemija, numerične simulacije, transportni pojavi 
Modeling of transport at the electrodes used for determination of electrocatalysts 
activity 
Abstract: 
In this work, I will present a mathematical treatment of the transport phenomena 
occurring at a rotating disk electrode, also known as RDE. For the treatment I will use 
known laws of hydrodynamics, such as Navier-Stokes equations, and laws of mass 
transport, namely Fick's laws. The system in question is hard to solve analytically, so 
we will use numerical methods to solve our problem. First we consider the velocity 
profile at the electrode. This is done by pseudo-analytical mathematical treatment. Then 
we use the explicit forward Euler method to solve the partial differential equation for 
mass transport. Finally, the numerical error is also considered. 
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Uporabljene kratice in simboli 
CFD računalniška fluidna dinamika (angl. Computational fluid dynamics) 
LSV preletna voltametrija (angl. Linear sweep voltametery) 
ODE normalna diferencialna enačba (angl. Ordinary differential equation) 
RDE krožeča elektroda (angl. Rotating disk electrode) 
∇ operator odvoda, »nabla« 
A amper 
A izračunana konstanta iz snovnih konstant 
A površina 
a prva konstanta v potenčni vrsti za izračun hitrosti 
b druga konstanta v potenčni vrsti za izračun hitrosti 
c koncentracija 
c* »bulk« koncentracija 
c0 koncentracija raztopine 
cm centimeter 
cox koncentracija oksidanta 
cred koncentracija reducenta 
D difuzijski koeficient 
d hitrost preleta (angl. Scan rate) 
dr numerična konstanta spremembe radija 
dt numerična konstanta spremembe časa 
x 
 
dz numerična konstanta spremembe oddaljenosti od elektrode 
E električni potencial 
E0 standardni celični potencial 
Ef končni potencial 
Ei začetni potencial 
F brezdimenzijska funkcija za hitrost v radialni smeri v odvisnosti od z 
f'' drugi odvod funkcije f 
F'' drugi odvod funkcije F 
F Faradayeva konstanta 
f funkcija za hitrost v radialni smeri v odvisnosti od z 
f' odvod funkcije f 
F' odvod funkcije F 
f zmnožek konstant v eksponentu 
G brezdimenzijska funkcija za hitrost v smeri kota v odvisnosti od z 
g'' drugi odvod funkcije g 
G'' drugi odvod funkcije G 
g funkcija za hitrost v smeri kota v odvisnosti od z 
g' odvod funkcije g 
G' odvod funkcije G 
H brezdimenzijska funkcija za hitrost v smeri z v odvisnosti od z  
h'' drugi odvod funkcije h 
H'' drugi odvod funkcije H 
xi 
 
h funkcija za hitrost v smeri z v odvisnosti od z  
h' odvod funkcije h 
H' odvod funkcije H 
i električni tok 
il,analitična limitni tok izračunan analitično 
il,c katodni limitni tok 
il,numerično limitni tok izračunan numerično 
ipa anodni tokovni vrh 
ipc katodni tokovni vrh 
J snovni fluks 
kb konstanta reakcijske hitrosti oksidacije 
kf konstanta reakcijske hitrosti redukcije 
ko predeksponentna kinetična konstanta 
n število ciklov 
n število prenesenih elektronov 
Nz število diskretnih mest 
P brezdimenzijska funkcija tlaka v odvisnosti od z 
p'' drugi odvod funkcije p 
P'' drugi odvod funkcije P 
p funkcija tlaka v odvisnosti od z 
p'' odvod funkcije p 










vr hitrost v radialni smeri 
vz hitrost v z smeri 
vθ hitrost v smeri kota 
X odvod koncentracije po razdalji 
X0 vrednost X pri razdalji 0 
z oddaljenost od elektrode 
z število prenesenih elektronov 
zmax maksimalna vrednost oddaljenosti v simulaciji 
α koeficient prenosa naboja 
γox kemijski potencial oksidanta 
γred kemijski potencial reducenta 
Δi relativna napaka toka 
δO debelina difuzijskega sloja 
θ kot 
μ dinamična viskoznost 
xiii 
 
ξ brezdimenzijska dolžina 
ρ gostota 
υ kinematična viskoznost 
ϕ električni potencial 





V zadnjih letih se vedno več pozornosti namenja iskanju alternativnih virov energije. Pri 
tem iskanju pa igra pomembno vlogo tudi elektrokemija. S poznavanjem 
elektrokemijskih procesov lahko bolje načrtujemo izdelavo baterij, gorivnih celic ali pa 
delovanje in optimizacijo elektrokemijskih reaktorjev. Ključni del pri vseh teh procesih 
so tako imenovani elektrokatalizatorji. To so snovi, ki pospešujejo elektrokemijski proces 
in so nanešeni na elektrodo, ali pa so sami po sebi elektroda. Najpogosteje so to razne 
kovine prehoda in njihove spojine. Za študijo teh snovi so se skozi zgodovino uveljavile 
različne tehnike. Tehnike lahko med seboj ločimo glede na to, kako uvajamo električno 
perturbacijo v sistem (konstantna napetost, spreminjajoča napetost,…) oziroma kakšno 
eksperimentalno opremo potrebujejo (RDE, GDL, ali pa eksperimentalna gorivna celica). 
[1] 
Osnove elektrokemijskih procesov 
Za razumevanje elektrokemijskih procesov se je skozi čas razvila teorija, ki opisuje te 
procese z vidika termodinamike in kinetike. Tipični elektrokemijski poskus je sestavljen 
iz dveh elektrod, ki sta med seboj povezani in potopljeni v raztopino elektrolita. Na 
površini elektrod potem začne potekati reakcija, ki posledično povzroči napetost med 
elektrodama in po žici steče električni tok. Napetost med elektrodama je odvisna od 
kemijske sestave raztopine ter od koncentracije zvrsti. Posledično pa napetost tudi vpliva 
na sam tok, ki bo tekel v raztopini in po žici. Prav tako je treba upoštevati, da na 
elektrodah lahko potekajo samo reakcije, kjer pride do izmenjave elektronov, tj. redoks 
reakcije. Tako bomo vedno imeli opravka z oksidantom in reducentom. [2][3][4][5] 
Eden od prvih raziskovalcev, ki se je ukvarjal z iskanjem povezave med koncentracijo in 
napetostjo določene zvrsti, je bil Walther Nernst, po katerem danes imenujemo Nernstovo 
enačbo: [2][3][4][5] 






)  (1). 
Ta enačba pove, kakšno je termodinamsko stanje na polčlenu elektrokemijske celice, t. j. 
elektrode. E0 je standardni celični potencial za izbrano zvrst, γi je njena aktivnost, R je 
splošna plinska konstanta, T je temperatura sistema, z je število elektronov, ki se v reakciji 
izmenja, F pa Faradayeva konstanta. Prav tako enačba (1) predpostavlja, da je reakcija na 
elektrodi reverzibilna, kar pomeni, da je reakcija, ki poteka na elektrodi, neskončno hitra 
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in da sta oksidant in reducent v medsebojnem ravnotežju. Nernstova enačba opisuje tako 
imenovano reverzibilno elektrodno kinetiko. [2][3][4][5] 
Predpostavka o neskončno hitri reakciji za obravnavo realnih sistemov, skozi katere teče 
končno velik tok, ni ustrezna. V takšnih primerih se je za opis elektrodnih reakcij 











V osnovi enačba (2) daje povezavo med električnim tokom ter hitrostjo reakcije na 
elektrodi. Za sistem predpostavimo, da je reakcija, ki poteka na elektrodi, prvega reda ter 
da poteka v obe smeri. Simbol i predstavlja električni tok, A površino elektrode, F je 
Faradayeva konstanta, n pa število elektronov, ki se izmenjajo v reakciji. Na desni strani 
enačbe pa imamo dva člena, ki predstavljata reakcijo prvega reda. k0 je predeksponentna 
konstanta za izračun konstante reakcijske hitrosti. Konstanta k0 je odvisna od sistema, 
torej od sestave elektrode (elektrokatalizator) in zvrsti, ki reagirajo na njej. V 
eksponentnem delu pa nastopajo še tri prej omenjene konstante. Zmnožek teh konstant se 
tudi označuje s f. α v enačbi (2) predstavlja koeficient prenosa naboja. To število je 
brezdimenzijsko ter najpogosteje zavzema vrednosti med 0 in 1 in pove, kako močno 
reakcija oksidacije ali redukcije prevladuje v sistemu, torej katera reakcija bolj prevladuje 
pri interakciji z elektroni. Sistem, ki ga opisuje Butler-Volmerjeva enačba, označimo kot 
kvazi-reverzibilen sistem. [2][3][4][5] 
Poleg tega poznamo tudi ireverzibilno elektrodno kinetiko. Pri takih sistemih je ena od 
redoks reakcij dovolj počasna, da na elektrodi praktično ne poteka, ali pa sploh ne poteka. 







Enačbo lahko izpeljemo tako, da predpostavimo, da ena izmed reakcij v Butler-
Volmerjevi enačbi ne poteka in tako en člen na desni strani enačbe zanemarimo. V tem 
primeru je bila zanemarjena oksidacija. [2][3][4][5] 
Za obravnavo elektrokemijskih sistemov je tudi pomembno poznavanje zakonov prenosa 
snovi. Pri tem sta nam v pomoč 1. in 2. Fickov zakon. Ta dva zakona opisujeta 
spreminjanje koncentracije v sistemu zaradi različnih vplivov. Perturbacije, ki povzročijo 
spreminjanje koncentracije, pa so lahko: koncentracijski gradient, konvenktivni prenos, 
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ali pa električno polje, ki povzroči migracijo nabitih delcev. Vse to lahko zapišemo z 
Nernst-Planckovo enačbo: [2][3][4][5] 
𝐽 = −𝐷∇𝑐 −
𝑧𝐹
𝑅𝑇
𝐷𝑐∇𝜙 + 𝑐𝑣 (4) 
Prvi člen predstavlja difuzijo, drug člen migracijo, tretji pa konvekcijo. Enačbo lahko 
potem priredimo tako, da ustreza našemu sistemu. [2][3][4][5][6] 
Kot opazimo, obravnavanje elektrokemijskih sistemov lahko hitro postane dokaj 
kompleksno. Zato pri načrtovanju eksperimentov in pri teoretični obravnavi le teh 
upoštevamo določene poenostavitve za različne sisteme. Za preučevanje aktivnosti 
elektrokatalizatorjev nam je največkrat v napoto migracijski člen. Pri opravljanju 
eksperimentov lahko doprinos migracije zanemarimo s tem, da dodamo v raztopino 
inertni elektrolit, ki ima višjo koncentracijo soli kot proučevani ioni. To omogoči, da 
večina prenosa snovi po mehanizmu migracije poteka preko teh visoko koncentriranih 
soli, ki s tem senčijo proučevane ione pred migracijskim efektom. Pri bolj teoretičnih 
obravnavah pa prav tako pogosto sistem poenostavimo v dvo- ali enodimenzionalen 
sistem ter sistem omejimo na majhen sloj ob elektrodi. Taka poenostavitev je velikokrat 
smiselna, saj so elektrodni procesi odvisni od prenosa snovi, ki se dogaja zelo blizu 
elektrode in je tako površina elektrode velika v primerjavi z obravnavano osjo ali pa lahko 
uvedemo osno simetrijo v eni ali dveh oseh. [2][3][4][5] 
Osnove ciklovoltametrije 
Za proučevanje elektrokemijskih sistemov so bile uvedene različne eksperimentalne 
tehnike, ki lahko sistem karakterizirajo tako kvalitativno kot tudi kvantitativno. 
Najenostavnejša metoda za vzbujanje elektrokemijskega sistema temelji na uporabi 
potencialnega koraka. Pri tem spremljamo, kako od zunaj vsiljeni potencialni korak 
vpliva na spreminjanje električnega toka skozi čas. Ta metoda je primerna za 
kvantitativno obravnavo sistema, vendar pa zelo malo pove o samih procesih v sistemu. 
Do bolj kvalitativnega obravnavanja sistema bi lahko prišli tako, da bi spremljali tok v 
odvisnosti od časa pri več različnih potencialnih korakih. Vendar je takšen pristop 
zamuden in interpretacija rezultatov lahko postane zelo kompleksna, saj bi morali 
obravnavati 3D diagrame. Zato je bila razvita tehnika, znana kot »Linear Sweep 
Voltammetry, LSV«. Pri tej tehniki uvedemo potencial, ki se linearno spreminja v eni 
smeri. Ob tem pa lahko spremljamo odziv toka v odvisnosti od potenciala. Tak način 
spremljanja sistema poda informacijo o tem, pri kateri napetosti poteka katera reakcija ter 




Glede na to, da vsi elektrokemijski procesi potekajo na podlagi reverzibilnih kemijskih 
reakcij,  lahko z LSV-jem zaznamo samo polovico dogajanj v sistemu. Zato se je kasneje 
uvedla tako imenovana ciklična voltametrija (skrajšano ciklovoltametrija). Pri tej tehniki 




Slika 1. Primer vzbujalnega signala napetosti pri ciklovoltametriji 
Ciklovoltametrija ne zazna samo procesov, ki so odvisni od uvedenega potenciala (recimo 
redoks reakcij), ampak tudi snovne procese, ki se ob elektrodi odvijajo in zelo pogosto 
vplivajo na samo obliko cikovoltamograma. Z vpogledom v dogajanje v difuzijskem sloju 
ob elektrodi in poznavanjem kinetike procesov lahko analiziramo ciklovoltamogram in 




Slika 2 Primer ciklovoltamograma in označene točke 
 




Slika 4 Koncentracijski profil pri pozitivnem preletu 
Točka A na sliki (2) predstavlja začetno stanje sistema in napetosti, kjer se je prelet šele 
začel izvajati. V tem delu grafa niti ne opazimo kakšnih sprememb v koncentraciji v 
difuzijskem sloju, zato je tok v tem delu poskusa enak 0. Potem se potencial sčasoma 
premakne do vrednosti, kjer začne potekati redukcija, kar ponazarja območje okoli točke 
B. Tu se koncentracija oksidanta na površini začne zmanjševati, kar vodi do zmanjševanja 
koncentracije v celotnem sloju. Istočasno se povečuje koncentracija reducenta, ki prav 
tako začne difundirati čez difuzijski sloj. V tem predelu vidimo strmo naraščanje toka v 
odvisnosti od potenciala. V nekem trenutku pridemo do točke C, ki ponazarja maksimalen 
tok, kjer sta kinetika reakcije in prenos snovi uravnotežena, ali povedano drugače, prenos 
snovi lahko dovaja zadostno količino oksidanta, da se vzdržuje elektrodni proces. To 
označimo kot ipc, kar pomeni maksimalen katodni tok. Če potencial še zvišujemo, ali 
zopet manjšamo, prenos snovi ne more več vzdrževati elektrodne reakcije in se tako 
začnemo približevati točki D, ki predstavlja stacionarno stanje sistema in v njem opazimo 
limitni tok. Tok v tej točki je odvisen predvsem od prenosa snovi, saj je kinetika reakcije 
v tej točki zelo hitra in ne omejuje sistema. Lahko predpostavimo, da je koncentracija 
oksidanta v tej točki enaka 0, koncentracija reducenta pa maksimalna. V tej točki nato 
obrnemo smer spreminjanja potenciala in se pomikamo proti točki E. Tukaj se prične 
odvijati oksidacija in se tako prične koncentracija oksidanta povečevati, poteka torej 
obraten proces. Sčasoma pridemo do maksimalnega anodnega toka, ki je analogen 
maksimalnemu katodnemu toku, ki smo ga opisali zgoraj. Prav tako potem pridemo do 
potencialov, kjer je elektrodna reakcija dovolj hitra in celoten proces diktira samo prenos 
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snovi. Tok v točki G bi se zmanjšal na vrednost 0, oziroma bi prišli do začetnega stanja, 
če bi šli do dovolj pozitivne napetosti. [2][3][4] 
Poleg prenosa snovi in elektrodne kinetike pa sta oblika in tokovne vrednosti 
ciklovoltamograma precej odvisna tudi od hitrosti preleta (ang. »scan rate«). [2][3][4] 
 
Slika 5 Graf različnih ciklovoltamogramov pri različnih preletnih hitrostih 
Na grafu na sliki (5) lahko opazimo, da se katodni in anodni vrh ciklovoltamograma 
zvišata s povečevanjem preletne hitrosti. Do tega pride zato, ker se s povečevanjem 
preletne hitrosti zmanjšuje difuzijski sloj, kar potem povzroči povišanje vrha. [2][3][4] 
Prav tako je pomembno omeniti, da se s poviševanjem preletne hitrosti ne poveča limitni 
tok. Difuzijski sloj se zmanjša samo v točkah B in C ter analogno pri E in F. V točkah D 
in G pa ostane difuzijski sloj enak. V točki D lahko difuzijski sloj povečamo samo tako, 






Osnove rotirajoče elektrode (RDE) 
Za preučevanje katalizatorjev so na voljo različne eksperimentalne tehnike, ena izmed teh 
je tudi ciklovoltamterija. Vendar ciklovoltametrija, kot smo jo do sedaj obravnavali, 
upošteva samo prispevek difuzije, kar pomeni, da je lahko dokaj hitro omejena s strani 
prenosa snovi. Da bi se izognili omejitvam difuzije, so v literaturi predlagali različne 
eksperimentalne tehnike, ki vključujejo konvektivni prenos. Pri čemer pa naletimo na 
problem, da je konvekcija lahko povezana z dvema zelo različnima režimoma tokov, 
laminarnim in turbulentnim. To pa lahko precej prispeva k slabi ponovljivosti poskusa, 
saj imamo lahko zelo različen prenos pri na videz podobnih pogojih. [2][3][4][7][8][9] 
Ena od prvih tehnik, ki ji je uspelo zagotoviti zadovoljivo ponovljivost, je tako imenovana 
rotirajoča diskasta elektroda, »rotating disk electrode«, ali RDE. Ta tehnika temelji na 
tem, da imamo elektrodo valjaste oblike, ki se s konstantno krožno hitrostjo vrti okoli 
svoje osi. To vrtenje elektrode pa omogoča, da ob elektrodi nastane konstanten fluks nove 
tekočine. Fluks tekočine je posledica tega, da vrtenje odriva tekočino v radialni smeri, 
stran od sebe in to potem vzpostavi tlačni gradient navzdol od elektrode, da lahko sveža 
tekočina priteka k elektrodi. [2][3][4][7][8][9] 
 
Slika 6 (A) Shematski prikaz strukture RDE, (B) Prikaz hitrostnega profila ob elektrodi, povzeto po: [8] 
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Na sliki (6.A) je shematsko prikazana elektroda, ki jo potopimo v tekočino. Na sliki (6.B) 
pa je prikazan hitrostni profil tekočine, ki teče ob elektrodi. Opazimo lahko, da se ob 
elektrodi tvori vrtinec, ki izpodriva tekočino v radialni smeri. [2][3][4][7][8][9] 
Rešitev hidrodinamskega problema za RDE 
Za boljše razumevanje procesov, ki se odvijajo na RDE, je potrebno razumevanje 
hitrostnega profila v obravnavanem sistemu. Za reševanje tega problema moramo 
uporabiti hidrodinamske enačbe, vendar moramo najprej določiti nekaj predpostavk. Prva 
predpostavka bi bila, da je tok laminaren, torej je Reynoldsovo število manjše od 2  105. 
Druga predpostavka pa bi bila, da imamo opravka z nestisljivo tekočino v stacionarnem 
stanju. Za lažjo obravnavo izberemo cilindrični koordinatni sistem in najprej zapišemo 













= 0 (5) 




































































































































Glede na sistem pa določimo še robne pogoje: [2][3] 
𝑣𝑟(𝑧 = 0) = 0  (7.a) 
𝑣𝑧(𝑧 = 0) = 0  (7.b) 
𝑣𝜃(𝑧 = 0) = 𝑟𝜔  (7.c) 
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Analitična rešitev gornjih enačb ni mogoča, zato jih je potrebno preoblikovati v sistem 
navadnih diferencialnih enačb (ODE) in jih potem rešiti numerično. Možno pa je enačbe 
rešiti tudi s pomočjo računalniške dinamike tekočin (CFD), kar bi pa pomenilo reševanje 
teh enačb v obstoječi obliki. Medtem ko CFD lahko predstavlja močno matematično 
orodje za reševanje in analizo sistemov, nas prav tako zanima tudi splošna rešitev 
problema. Da pa lahko, kot že prej omenjeno, dobimo sistem ODE-jev, je potrebno uvesti 
nove spremenljivke in enačbe (5) - (7) preoblikovati. Prav tako lahko določene člene 
zanemarimo na podlagi prejšnjih predpostavk. Ker je sistem stacionaren, to pomeni, da 
je odvod po času enak 0 in tako členi, ki kažejo na odvisnost po času v komponentnih 
bilancah, odpadejo. Poleg tega pa lahko sedaj uvedemo tudi kotno simetrijo, iz česar sledi, 
da je odvod po kotu prav tako enak 0. Trenutne hitrosti tako izrazimo z novimi 
spremenljivkami, ki so odvisne samo od z. [2][3] 
𝑣𝑟 = 𝑟𝑓(𝑧)  (8.a) 
𝑣𝜃 = 𝑟𝑔(𝑧)  (8.b) 
𝑣𝑧 = ℎ(𝑧)  (8.c) 
𝑝 = 𝑝(𝑧)  (8.d) 
Na podlagi zgornjega pa lahko sedaj 4 PDE-je spremenimo v 4 ODE, s tem, da hitrosti 
ponovno izrazimo. Iz kontinuitetne enačbe dobimo: [2][3] 
2𝑓 + ℎ′ = 0  (9.a) 
Pri tem h' označuje odvod h po z. Komponentne enačbe pa se preoblikujejo v: [2][3] 
𝑒𝑛𝑎č𝑏𝑎 𝑧𝑎 𝑣𝑟:                 𝑓
2 − 𝑔2 + ℎ𝑓′ = 𝜈𝑓′′  (9.b) 
𝑒𝑛𝑎č𝑏𝑎 𝑧𝑎 𝑣𝜃:                      2𝑓𝑔 + 𝑓𝑔
′ = 𝜈𝑔′′  (9.c) 
𝑒𝑛𝑎č𝑏𝑎 𝑧𝑎 𝑣𝑧:                         𝜌ℎℎ
′ = 𝑝 + 𝜇ℎ′′  (9.d) 






Prav tako uvedemo nove robne pogoje za nove spremenljivke: [2][3] 
ℎ = 𝑓 = 0, 𝑔 = 𝜔;  𝑧 = 0  (10.a) 
𝑓 = 𝑔 = 0;  𝑧 → ∞  (10.b) 
Kljub temu, da je gornji sistem že nekoliko lažje rešljiv, bi želeli dobiti bolj splošno 





  (11.a) 
Brezdimenzijski tlak: 
𝑃 = 𝜇𝜔𝑝  (11.b) 
Brezdimenzijske hitrosti: 
𝑣𝑟 = 𝑟𝜔𝐹  (11.c) 
𝑣𝜃 = 𝑟𝜔𝐺  (11.d) 
𝑣𝑧 = √𝜈𝜔𝐻  (11.e) 
Na podlagi zgornjih brezdimenzijskih spremenljivk lahko na novo napišemo set ODE-
jev: 
2𝐹 + 𝐻′ = 0  (12.a) 
𝐹2 − 𝐺2 + 𝐻𝐹′ = 𝐹′′  (12.b) 
2𝐹𝐺 + 𝐻𝐺′ = 𝐺′′  (12.c) 






Ustrezni robni pogoji pa so:  
𝐻 = 𝐹 = 0, 𝐺 = 1;  𝜉 = 0  (13.a) 
𝐹 = 𝐺 = 0;  𝜉 → ∞  (13.b) 
Gornji set ODE-jev (enačbe (12)) lahko rešimo  numerično. Glede na to, da imamo set 
nelinearnih ODE, je rešitev relativno enostavna.  Funkcije, ki nastopajo v enačbah, 
zapišemo kot potenčno vrsto v odvisnosti od ξ: [2][3] 
 
Slika 7 Numerična rešitev za brezdimenzijske hitrosti, povzeto po: [3] 






𝜉4 + ⋯ (14.a) 






𝑏𝜉3 + ⋯  (14.b) 
𝐺 = 1 + 𝑏𝜁 +
1
3
𝑎𝜁3 + ⋯  (14.c) 
 
Opozoriti je treba, da te enačbe veljajo samo za majhne oddaljenosti od elektrode. 
Konstanti a in b lahko določimo s primerjanjem vrste in dobljenih rezultatov. Iz tega 
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lahko izluščimo, da je vrednost za a enaka 0.51023, za b pa -0.6159. Ker pa nas velikokrat 
zanima samo zelo ozek sloj blizu elektrode, nam zadovoljive rezultate poda že prvi člen 
v enačbah (14). Z uvedbo zgornjih enačb v enačbe za brezdimenzijsko hitrost dobimo 
končne enačbe za hitrosti ob elektrodi: [2][3] 
𝑣𝑧 = −0,51𝜔
3/2𝜐−1/2𝑧2  (15.a) 
𝑣𝑟 = 0,51𝜔
3/2𝜐−1/2𝑟𝑧  (15.b) 
Hitrost vθ lahko velikokrat izpustimo, saj upoštevamo simetrijo kota in nas zato niti ne 
zanima. [2]  
Rešitev problema koncentracijskega profila za stacionarno stanje 
S poznavanjem hitrostnega profila lahko potem tudi rešimo 2. Fickov zakon za 
stacionarno stanje. Rešitev te enačbe je ključna za nadaljnje analizo sistema. Na njeni 
podlagi lahko izvemo tudi različne kvantitativne podatke o sistemu, kot sta velikost 





























Zaradi že prej omenjene simetrije po kotu lahko trdimo, da je odvod po kotu enak 0. Prav 
tako pa upoštevamo, da obravnavamo sistem zelo blizu elektrode, kar pomeni, da je 
odvod po radiju prav tako enak nič. To potrjuje dejstvo, da je koncentracija na elektrodi 








  (17.a) 
𝑐(𝑧 = 0) = 0  (17.b) 
lim
𝑧→∞
𝑐 = 𝑐∗  (17.c) 
 
 
Za lažje reševanje diferencialne enačbe (17.a) uvedemo nove spremenljivke ter uvedemo 










   (19) 






𝑋   (20) 
Pri čemer so robni pogoji: [2] 





  (21) 
 




3𝐴  (22) 












kjer je c*, koncentracija v volumnu snovi (»bulk-u«). Iz te enačbe pa potem lahko 






  (24) 
S preoblikovanjem enačbe (23), ki jo potem vstavimo v enačbo (24), pridemo do 























  (26) 







6  (27) 
 
Enačbi za limitni tok in za velikost difuzijskega sloja bom kasneje uporabil za izračun 



















Namen dela je predstaviti dvo-dimenzionalen model za simulacijo RDE na podlagi 
znanih izpeljav ter numeričnih simulacij. Model naj bi pokazal znane trende, ki jih lahko 
opazimo pri ciklovoltametriji pri različnih pogojih. Prav tako bom ocenil napako modela, 
in sicer tako, da bom rezultate primerjal z rezultati Levicheve enačbe za limitni tok in z 





Kot že omenjeno, je bila uporabljena numerična shema, znana kot eksplicitna Eulerjeva 
metoda. Gre za metodo končnih razlik, kjer v vsakem časovnem koraku izračunamo 
koncentracijo v naslednjem časovnem koraku. V primeru simulacije RDE rešujemo 2. 
Fickov zakon, tako da imamo opravka s parabolično parcialno diferencialno enačbo, ki 
ima tako difuzivni kot tudi konvektivni člen.[2][3][4][10][11][12][13] 
𝜕𝑐
𝜕𝑡
= D∇2𝑐 − 𝑣∇𝑐  (28) 
Nastavitev enačb 
S postavitvijo enačb začnemo tako, da najprej opredelimo sistem. Najprej sistem 





















,  (29) 
kjer je c funkcija koncentracije, ki se spreminja po času in prostoru, D pa difuzijski 
koeficient obravnavane specije v mediju. V tej enačbi nastopa tudi hitrost tekočine, ki je 










2𝑧2  (30.b) 
V tej enačbi je ω kotna hitrost rotorja, υ pa kinematična viskoznost medija. Tako dobimo 
vektorje hitrosti, ki jih lahko vstavimo v enačbo (29). To enačbo pa moramo še 
diskretizirati glede na našo numerično metodo. Tako odvod po času diskretiziramo naprej 
po času, druge odvode po diskretiziramo po Taylorjevem razvoju. Odvode v 
konvenktivnih členih pa diskretiziramo s Taylorjevo vrsto. Enačba, ki jo potem rešujemo, 

























𝑡 )   (31) 
V tej enačbi so dt, dr in dz že numerične vrednosti za reševanje enačbe. [12][13][14][15][16] 
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Pri reševanju PDE potrebujemo še robne pogoje. Ker gre za ravnino, potrebujemo 4 robne 
pogoje na vsaki daljici, ki ravnino obdaja. Eden od robnih pogojev, ki jih vpeljemo, mora 
odražati kinetiko na površini elektrode. Drug pomemben robni pogoj pa mora 
predstavljati limitno vrednost koncentracije, ko gre z proti neskončno. Ostaneta nam še 
dva odvoda. Ta dva pa naj predstavljata, da gre za zaprt sistem. Na podlagi teh 
predpostavk dobimo naslednje robne pogoje: [12][13][14][15][16] 
𝜕𝑐
𝜕𝑟
(𝑟 = 0, 𝑧) = 0  (32.a) 
𝜕𝑐
𝜕𝑟
(𝑟 = 𝑅, 𝑧) = 0  (32.b) 
lim
𝑧→∞
𝑐(𝑟, 𝑧) = 𝑐0  (32.c) 
kjer je c0 koncentracija v mediju na začetku in potem na robu območja, ki ga simuliramo. 
Ta robni pogoj odraža »bulk« koncentracijo, to je koncentracijo zunaj našega območja, 
ki je vedno konstantna. [12][13][14][15][16] 
Glede na vrsto kinetike, ki poteka na elektrodi, imamo v okviru te naloge na voljo tri 
različne robne pogoje, ki smo jih obravnavali v uvodu. To so lahko Nernstova enačba za 
reverzibilno reakcijo, Butler-Volmer-jeva enačba za psevdo-reverzibilno reakcijo ali pa 
Butler-Volmerjeva enačba za ireverzibilno reakcijo. Te enačbe povežemo z enačbo, ki 
opisuje električni tok, kot odvisnost od fluksa in tako dobimo zvezo med fluksom ob 
elektrodi in potencialom, ki ga na elektrodi vzbudimo. Na podlagi fluksa pa lahko potem 
izpeljemo zveze za robne pogoje ob elektrodi. [2][12][13][14][15][16] 
𝑐(𝑟 = 𝑟, 𝑧 = 0) = 𝑐0
𝑒𝑓(𝐸−𝐸0)
1+𝑒𝑓(𝐸−𝐸0)
  (33.a) 
𝜕𝑐
𝜕𝑧
(𝑟 = 𝑟, 𝑧 = 0) = −
1
𝐷
(𝑘𝑓𝑐 − 𝑘𝑏(𝑐0 − 𝑐))  (33.b) 
𝜕𝑐
𝜕𝑧
(𝑟 = 𝑟, 𝑧 = 0) = −
1
𝐷






Kjer so E, kf, in kb funkcije časa definirane, kot: [2][3][4][12][13][14][15][16] 
𝐸 = {
𝐸𝑖 + 𝑑 ∙ 𝑡;  𝐸 → 𝐸𝑓
𝐸𝑓 − 𝑑 ∙ 𝑡;  𝐸 → 𝐸𝑖
  (34) 
 𝑘𝑓 = 𝑘0𝑒
𝛼𝐹
𝑅𝑇





(𝐸−𝐸0)  (35.b) 
Postavitev območja v modelu 
Pomemben del pri modeliranju kateregakoli sistema je postavitev območja neodvisnih 
spremenljivk. S tem definiramo območje, ki ga preučujemo. Poleg tega moramo pri 
numeričnih metodah tudi določiti število prostorskih in časovnih elementov.[12][15][17] [18] 




  (36), 
kjer n predstavlja število ciklov, Ei začetni potencial, Ef končni potencial, d pa spremembo 
potenciala po času. Za število časovnih korakov lahko načeloma vzamemo poljubno 
število. Pri tem pa je potrebno opozoriti na to, da preveliko število korakov lahko močno 
vpliva na delovanje računalnika in tako na sam čas simulacije. V moji simulaciji je 
uporabljenih 1000 časovnih korakov. [12][15][17] [18] 
Potem moramo določiti še prostorske spremenljivke. V našem primeru sta to radij r in 
oddaljenost od površine elektrode z. Kot že omenjeno, kota ne upoštevamo zaradi 
simetrije. Prav tako tukaj uporabimo še eno poenostavitev, in sicer kvadratno mrežo, kar 
pomeni, da sta maksimalen r in z enaka. To potem tudi pomeni, da uporabimo enako 
število prostorskih korakov v obeh dimenzijah. Prav tako prostorskih dimenzij ne 
izbiramo arbitrarno. Ker je pri izbrani numerični metodi stabilnost lahko velik problem, 
se temu izognemo tako, da ustrezno prilagodimo prostorske spremenljivke. Za določitev 
maksimalne dolžine uporabimo naslednjo enačbo:[18] 
𝑧𝑚𝑎𝑥 = 𝑑𝑧𝑁𝑧   (37) 











  (38) 
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Enačbo (38) je predpostavil Feldberg, ko se je ukvarjal z optimizacijo simulacije RDE 
sistemov. Nz predstavlja maksimalno število prostorskih elementov, kjer je model še 





  (39) 
Tukaj uporabimo 0,1 kot vrednost pri difuzijskem členu enačbe, saj si tako zagotovimo, 
da bo sistem stabilen. Na ta način zagotovimo stabilnost sistema tako, da priredimo 
prostorske koordinate našemu sistemu.   
 
Postavitev konstant 
Pri izboru konstant za izračun modela vzamemo približke. Difuzijski koeficient specij v 
vodi je ponavadi v območju velikosti 10-7 do 10-8 cm2 s-1. Za tukajšnje izračune zadošča, 
če vzamemo samo vrednost 10-7 cm2 s-1, še posebej zato, ker pričujočega modela ne 
uporabljamo za iskanje konstant, ampak za prikazovanje trendov. Za hitrost spreminjanja 
potenciala lahko izberemo poljubno vrednost. Nekakšna osrednja vrednost pri modelu je 
0,1 Vs-1. Za kinematično viskoznost uporabimo vrednost 0,00844 cm2 s-1. Za opazovanje 
trendov pri RDE je zelo pomembna vrednost kotne hitrost ω, ki jo izbiramo iz območja 
med 100 in 1000 s-1. [2][3][19] 
Pri elektrokemijskih parametrih sta pomembna splošna plinska konstanta in Faradayeva 
konstanta. Prav tako pa se tukaj srečamo s kinetičnimi parametri, kot sta k0 in α. Za k0 
vzamemo lahko vrednosti v območju več velikostnih razredov, običajno je to med 10-6 in 
10-3. Lahko izberemo tudi manjše vrednosti, za višje vrednosti k0 pa lahko sistem že 
opredelimo za reverzibilen, kjer pa se izognemo kinetičnim konstantam. Za vrednost α 
moramo vzeti vrednost med 0 in 1. Ponavadi je ta vrednost 0,5, saj to predstavlja, da 
oksidacija in redukcija potekata enakomerno, lahko pa to vrednost prilagodimo, če želimo 





Rezultati simulacij in njihova interpretacija 
 
Učinek različne rotacijske hitrosti 
Osnovna stvar, ki jo mora pokazati vsak model simulacije RDE, je spreminjanje limitnega 
toka v odvisnosti od rotacijske hitrosti elektrode. Trend, ki ga pričakujemo na osnovi 
eksperimentov in znanih modelov, je, da z višanjem hitrosti dobimo višji limitni tok. Do 
tega pojava pride, ker s povečevanjem kotne hitrosti elektrode povečujemo hitrost 
tekočine, ki nanjo pritiska. To je opazno iz samih enačb, ki napovedujejo hitrost ob 
elektrodi. [2][3][4][7][8] 
 
Slika 8 Rezultati simulacije za različne krožne hitrosti 
V primeru, prikazanem na sliki (8), predpostavljamo, da je reakcijska kinetika psevdo-
reverzibilna. Spreminja se le ω, vsi ostali parametri pa so konstantni. Predeksponentna 
konstanta za izračun reakcijske hitrosti je 10-4 l mol-1 s-1, za α je privzeta vrednost 0,5. 
Trend na sliki (8) ustreza pričakovanemu, kar potrdi veljavnost našega modela.   
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Vpliv konvekcije na obliko ciklovoltamograma 
 
Slika 9 Rezultati simulacije za majhne krožne hitrosti 
 
Iz oblike ciklovoltamograma lahko razberemo tudi, za kakšen način prenosa snovi gre. 
Tukaj je izbrana kvazi-reverzibilna reakcijska shema z α = 0,5 in k0 = 10-4 lmol-1 s-1. 
Trende pa potem spremljamo pri nizkih ω, kjer lahko opazimo vpliv konvekcije na samo 
obliko krivulje. 
Bolj kot je izgled »račkast«, kot na primer pri ω = 50 rpm, počasnejši je prenos snovi k 
elektrodi. Namreč počasneje kot se elektroda vrti, manj raztopina nanjo »pritiska«, torej 
manjša je hitrost in pri prenosu snovi prevladuje difuzijski člen. S tem, ko ω večamo, pa 
se začne difuzijski sloj tanjšati in začne prevladovati konvekcijski člen pri prenosu snovi. 
Krivulja se zato bolj zravna ter limitni tok poveča. Pri ω = 100 rpm vidimo, da se vrhova 
začneta bolj ravnati ter, pri čemer pa se tudi sam vrh pomakne navzdol. Ko ω doseže 
vrednost 200 rpm, vrhov praktično ne opazimo več. [2][3][4][7][10] 
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Izračun napake modela s primerjavo z analitično rešitvijo za limitni tok 
Eden izmed načinov izračuna napake numeričnega modela je, da primerjamo limitni tok, 
ki ga poda model z vrednostjo, ki jo dobimo iz analitične rešitve. Analitično vrednost 







2𝑐𝑏𝑢𝑙𝑘  (25) 
Pri tem je za D vzeta vrednost 10-7 cm2 s-1, za υ 10-2 cm2s-1, za ω pa vzamemo tri vrednosti, 
in sicer v našem konkretnem primeru 500 rpm, 1000 rpm in 2000 rpm. Iz simulacije pa 
lahko razberemo limitni tok iz grafa. 
 
Slika 10 Rezultati simulacije pri različnih krožnih hitrostih za izračun napake modela 
Napako izračunamo tako, da analitično vrednost delimo z numerično ter potem to 
vrednost odštejemo od 1.[20]  
Δ𝑖 = 1 −
𝑖𝑙,𝑎𝑛𝑎𝑙𝑖𝑡𝑖č𝑛𝑎
𝑖𝑙,𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖č𝑛𝑎




Tabela 1: Izračunane vrednosti limitnega toka po izpeljani enačbi ter numerični izračun ter preračunana napaka 
ω [rpm] il,analitična [Acm-2] il,numerična [Acm-2] napaka [%] 
500 -19,6 -19,2 2,5 
1000 -27,8 -26,9 3,3 
2000 -39,3 -45,4 13,5 
 
Opazimo, da je napaka relativno majhna pri 500 in 1000 rpm, pri 2000 rpm pa že dobimo 
10 odstotnih točk višjo napako kot pri 1000 rpm. Razlog je verjetno v tem, da se pri tako 
visoki rotacijski hitrosti število numeričnih mest v r in z smeri v simulaciji močno 
zmanjša in s tem se tudi zmanjša natančnost simulacije.  
Vpliv hitrosti preleta na obliko ciklovoltamograma 
Sam izgled ciklovoltamograma je med drugim odvisen od hitrosti preleta potenciala. S 
tem, ko povečujemo hitrost preleta, se povečuje vrh ciklovoltamograma, ki je odvisen 
od kinetike reakcije. Za izračun sem vzel vrednosti preleta 0,1; 0,2; 1; 4 in 5 V/s. Vsi 
preleti so bili opravljeni pri 500 rpm. Vse ostale konstante so enake kot pri prejšnjih 
simulacijah. [2][3][4][20]  
 
Slika 11 Rezultati simulacije za različne preletne hitrosti 
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Simulacija pokaže, da se oblika grafa lahko spreminja s večanjem hitrosti preleta. Pri 
tem je pomembno opozoriti, da si to lahko privoščimo, ko delamo numerične analize 
sistemov, vendar pa moramo upoštevati, da tega v eksperimentu mogoče ne bomo 
opazili, saj je prelet morda prehiter, da bi mu reakcija na elektrodi lahko sledila.  
Simulacije tudi kažejo, da se tok v bolj negativnih vrednostih približuje določeni limitni 
vrednosti. Pri preletih 4 in 5 V s-1 to ni najbolj opazno, saj bi za te dve vrednosti 
potrebovali še večje negativne vrednosti, da bi se lahko približali limitni vrednosti. Za 
nižje hitrosti preletov pa opazimo, da se tok približa limitni vrednosti pri bolj negativnih 
napetostih. Tak trend je smiseln, saj bi pri zelo negativnih vrednostih morali doseči 
stacionarno stanje koncentracije ob elektrodi. To pa je odvisno bolj od hidrodinamskih 
lastnosti sistema, kakor pa od same kinetike reakcije.[2][3][4][13][19][20] 
Analiza koncentracijskega profila ob elektrodi 
Pomemben del modela je simuliranje prenosa snovi ob površini elektrode. Za sistem v 
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Iz te enačbe potem lahko torej izračunamo debelino difuzijskega sloja ob elektrodi. [2] 
Za določitev meje difuzijskega sloja iz simulacije koncentracijo in razdaljo najprej 
spremenimo v brezdimenzijske spremenljivke. To naredimo tako, da koncentracijo 
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Z uvedbo teh enot bi za vsako simulacijo morali dobiti enak graf. Na podlagi grafa pa 
lahko grafično določimo δO. To določimo tako, da najdemo presečišče premice, ki 
povezuje točke zelo blizu elektrode oziroma kjer imamo linearno zvezo med 
koncentracijo in razdaljo. Druga premica pa predstavlja koncentracijo v »bulk-u« in je 





Na podlagi tega lahko potem skonstruiramo graf: 
 
Slika 12 Koncentracijski profil v z-smeri in shematsko prikazana debelina difuzijskega sloja 
Pri konstruiranju grafa izpostavljamo opažanje, , da se točke, izračunane pri različnih ω, 
med seboj približno prekrivajo. Tako za vsako ω narišemo premico za linearno odvisnost 
koncentracije. Na podlagi presečišča in analitične vrednosti za δO pa lahko določimo 
napako simulacije. Teoretična vrednost brezdimenzijske δO je enaka 0,895.  
Tabela 2: Izračunane vrednosti δO iz simulacije ter preračunana napaka  
ω [rads-1] Brezdimenzijska δO iz 
simulacije 
Relativna napaka [%] 
50 0,777 13,3 
70 0,773 13,7 




Opazimo, da je napaka približno konstantna za vrednosti ω pod 1000 rpm. Pri tej 
vrednosti pa se napaka poveča. Vzrok je verjetno v tem, da se pri tej vrednosti število 
prostorskih mest močno zmanjša, kar povzroči večjo napako. Tudi sicer je napaka znatna, 
kar prav tako lahko pripišemo pomembni pomanjkljivosti modela, torej da ima zelo 
majhno število prostorskih mest. To pa ne vpliva samo na točnost izračuna sistema, 






Predstavljen je bil model za simulacijo elektrokemijskih rezultatov, ki jih dobimo z 
uporabo rotirajoče diskaste elektrode (RDE). Model uspešno napove trende, ki jih 
opazimo pri ciklovoltametričnih meritvah z RDE. Kljub temu pa pri primerjavi modelskih 
napovedi z analitično rešitvijo opazimo, da model generira znatno napako (v območju 
okoli 10 %). Vzrok je verjetno v tem, da ima zelo majhno število prostorskih mest v vsaki 
izmed osi r in z. V primeru, da bi bil model izveden v samo eni dimenziji, bi napaka bila 
verjetno manjša, saj bi se število prostorskih mest za enodimenzionalen problem 
kvadriralo. Kljub znatnim napakam pa je model lahko dobro orodje za pregledovanje 
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